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Áàéåñîâñêèé ïîäõîä è åãî ïðèìåíåíèå â
çàäà÷àõ ñòðàõîâàíèÿ, ãàðàíòèéíîãî
îáñëóæèâàíèÿ è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ñ
ïðîâåäåíèåì ýêñïåðèìåíòîâ

Áóäóùåå íåëüçÿ ïðåäâèäåòü, íî
ìîæíî èçîáðåñòè.

Äåíèñ Ãàáîð

5.1. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé àïðèîðíàÿ âåðîÿò-
íîñòíàÿ èíôîðìàöèÿ î ñîñòîÿíèÿõ ïðèðîäû ìîæåò áûòü èç-
ìåíåíà ïîñëå ïîëó÷åíèÿ íîâûõ ýêñïåðòíûõ îöåíîê èëè â ðå-
çóëüòàòå íàáëþäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáûòèé, ñâÿçàííûõ ñ
ñîñòîÿíèÿìè è ïîäòâåðæäàþùèõ èëè îïðîâåðãàþùèõ àïðèîð-
íóþ èíôîðìàöèþ.

Êàê îòìå÷àåòñÿ â ñïðàâî÷íèêå [31], ìíîãèå ñòàòèñòè÷åñêèå
çàäà÷è íåçàâèñèìî îò ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ îáëàäàþò îáùèì
ñâîéñòâîì: äî òîãî êàê ïîëó÷åí êîíêðåòíûé íàáîð äàííûõ, â
êà÷åñòâå ïîòåíöèàëüíî ïðèåìëåìûõ äëÿ èçó÷àåìîé ñèòóàöèè
ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñêîëüêî âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé. Ïîñëå òî-
ãî êàê ïîëó÷åíû äàííûå, âîçíèêàåò âûðàæåííîå â íåêîòîðîì
âèäå çíàíèå îá îòíîñèòåëüíîé ïðèåìëåìîñòè ýòèõ ìîäåëåé. Îä-
íèì èç ñïîñîáîâ �ïåðåñìîòðà� îòíîñèòåëüíîé ïðèåìëåìîñòè âå-
ðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ áàéåñîâñêèé ïîäõîä, îñíîâîé êî-
òîðîãî âûñòóïàåò èçâåñòíàÿ òåîðåìà Áàéåñà.
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Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî òàê íàçûâàåìàÿ òðàäèöèîííàÿ ÷àñòîò-
íàÿ øêîëà ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà, ïðåäñòàâëåííàÿ ðàáîòàìè
òàêèõ ó÷åíûõ, êàê Ôèøåð, Íüþìåí, Ïèðñîí, è ìíîãèìè äðóãè-
ìè, äîìèíèðóåò â ñòàòèñòèêå â íàñòîÿùåå âðåìÿ, áàéåñîâñêèå
ìåòîäû ïîêàçàëè ÷ðåçâû÷àéíî ñòðåìèòåëüíîå ðàçâèòèå â ïî-
ñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ. Ïðè÷èíà ýòîãî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
áàéåñîâñêèé ïîäõîä èìååò ðÿä ñóùåñòâåííûõ ïðåèìóùåñòâ, êî-
òîðûå äåëàþò åãî äîñòàòî÷íî ïðèâëåêàòåëüíûì äëÿ øèðîêîãî
ïðèìåíåíèÿ [32].

Îñíîâíîå îòëè÷èå áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà îò äðóãèõ ñòàòè-
ñòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî äî òîãî, êàê áóäóò ïî-
ëó÷åíû äàííûå, ëèöî, ïðèíèìàþùåå ðåøåíèå, èëè ñòàòèñòèê
ðàññìàòðèâàåò ñòåïåíè ñâîåãî äîâåðèÿ ê âîçìîæíûì ìîäåëÿì
è ïðåäñòàâëÿåò èõ â âèäå âåðîÿòíîñòåé. Êàê òîëüêî äàííûå ïî-
ëó÷åíû, òåîðåìà Áàéåñà ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü íîâîå ìíîæåñòâî
âåðîÿòíîñòåé, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ïåðåñìîòðåííûå ñòåïåíè
äîâåðèÿ ê âîçìîæíûì ìîäåëÿì, ó÷èòûâàþùèå íîâóþ èíôîð-
ìàöèþ, ïîñòóïèâøóþ áëàãîäàðÿ äàííûì.

Ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå çà÷àñòóþ îòñóòñòâóþò â ðåàëüíûõ
çàäà÷àõ àíàëèçà ðèñêà è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, ÷òî äåëàåò èñ-
ïîëüçîâàíèå ìíîãèõ òðàäèöèîííûõ ÷àñòîòíûõ ïîäõîäîâ íåïðà-
âîìåðíûì [1]. Èìåþùàÿñÿ â ðàñïîðÿæåíèè èíôîðìàöèÿ ìîæåò
ñîäåðæàòü òîëüêî ñóáúåêòèâíûå îöåíêè â âèäå ýêñïåðòíûõ îöå-
íîê è ñóæäåíèé. Áîëåå òîãî, ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé ïðèíèìàåòñÿ
ðåøåíèå, ìîæåò áûòü âîîáùå íîâîé è íèêîãäà ðàíåå íå àíàëè-
çèðóåìîé. Ýòè îñîáåííîñòè óñëîæíÿþò ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ ðå-
øåíèé è ìîãóò ïîñòàâèòü ïîä ñîìíåíèå êàêèå-ëèáî âûâîäû è
çàêëþ÷åíèÿ. Ïîýòîìó â òàêîé ñèòóàöèè áàéåñîâñêèé ïîäõîä ìî-
æåò îêàçàòüñÿ âåñüìà ïîëåçíûì è ýôôåêòèâíûì.

Îñíîâîé áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà â ñòàòèñòèêå ÿâëÿåòñÿ òåîðå-
ìà Áàéåñà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû íàáëþäàåì íåêîòîðóþ ñëó-
÷àéíóþ âåëè÷èíó Y , êîòîðàÿ èìååò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè
p(y|θ) ñ ïàðàìåòðàìè θ, íî õîòèì ñäåëàòü âûâîä î äðóãîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíå θ, èìåþùåé íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿò-
íîñòåé π(θ). Ïóñòü â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèé ïîëó÷åíû ñòàòè-
ñòè÷åñêèå äàííûå y (çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ). Ñ îäíîé
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ñòîðîíû, èç îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî

Pr(θ|y) = Pr(y, θ)/Pr(y).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè òàêæå
ñëåäóåò, ÷òî

Pr(y, θ) = Pr(y|θ) Pr(θ).

Ïîäñòàâëÿÿ âòîðîå ðàâåíñòâî â ïåðâîå, ïîëó÷àåì èçâåñòíóþ
ôîðìóëó Áàéåñà:

Pr(θ|y) =
Pr(y|θ) Pr(θ)

Pr(y)
.

Åñëè èìååòñÿ m âîçìîæíûõ ïåðåìåííûõ (θ1, ..., θm), òî

Pr(θj |y) =
Pr(y|θj) Pr(θj)

Pr(y)
=

Pr(y|θj) Pr(θj)∑m
i=1 Pr(θi) Pr(y|θi)

.

Ðàñïðåäåëåíèå Pr(θ) íàçûâàåòñÿ àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíè-
åì âåðîÿòíîñòåé âîçìîæíûõ çíà÷åíèé θ (ýòî ðàñïðåäåëåíèå
ïðèíèìàåòñÿ ïðåæäå, ÷åì ïîëó÷åíû ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå).
Ðàñïðåäåëåíèå Pr(θ|y) íàçûâàåòñÿ àïîñòåðèîðíûì ðàñïðåäåëå-
íèåì çíà÷åíèé θ ïðè óñëîâèè, ÷òî íàáëþäàëèñü äàííûå y (ýòî
ðàñïðåäåëåíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ
äàííûõ). Ïðè ýòîì ïåðåìåííûå θj íàçûâàþòñÿ ãèïîòåçàìè, à
y � ñâèäåòåëüñòâàìè, ïîääåðæèâàþùèìè ãèïîòåçû.

Ïðèìåð 5.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü íàäåæ-
íîñòü íåêîòîðîé ôèðìû. Ïðè ýòîì âñå ôèðìû ìîæíî ðàçäåëèòü íà
òðè îñíîâíûå ãðóïïû â çàâèñèìîñòè îò íàäåæíîñòè. Ïåðâàÿ ãðóï-
ïà � ôèðìû ñðåäíåé íàäåæíîñòè, âòîðàÿ ãðóïïà � ôèðìû âûñîêîé
íàäåæíîñòè, òðåòüÿ ãðóïïà � ôèðìû íèçêîé íàäåæíîñòè. Òàêèì îá-
ðàçîì ïðè àíàëèçå êîíêðåòíîé ôèðìû èìåþòñÿ òðè ãèïîòåçû: θi �
ôèðìà ïðèíàäëåæèò i-é ãðóïïå, i = 1, 2, 3. Ïðè ýòîì èç îáùåé ñòàòè-
ñòèêè îðãàíèçàöèé, çàíèìàþùèõñÿ àíàëîãè÷íîé äåÿòåëüíîñòüþ, èç-
âåñòíî, ÷òî 50% ôèðì èìåþò ñðåäíþþ íàäåæíîñòü, 30% ôèðì èìå-
þò âûñîêóþ íàäåæíîñòü, 20% ôèðì èìåþò íèçêóþ íàäåæíîñòü. Èñ-
ïîëüçóÿ ýòè äàííûå, ìîæíî îïðåäåëèòü àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ãè-
ïîòåç: Pr(θ1) = 0.5, Pr(θ2) = 0.3, Pr(θ3) = 0.2. Îäíèìè èç ïðèçíàêîâ
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Òàáëèöà 5.1. Àïðèîðíûå è óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè
i 1 2 3
Pr(θi) 0.5 0.3 0.2
Pr(y1|θi) 0.4 0.8 0.3
Pr(y2|θi) 0.7 0.9 0.0

(ñâèäåòåëüñòâàìè) íàäåæíîñòè ôèðìû ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ïðèáûëè ó
ôèðìû (y1) è ñâîåâðåìåííûé ðàñ÷åò ñ áþäæåòîì (y2). Â ðåàëüíûõ
çàäà÷àõ òàêèõ ïðèçíàêîâ èìååòñÿ îáû÷íî íàìíîãî áîëüøå. Îäíàêî
ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî äâóìÿ, ÷òîáû ïîêàçàòü èñïîëüçîâàíèå áàé-
åñîâñêîãî ïîäõîäà. Èç àíàëèçà àíàëîãè÷íûõ ïðåäïðèÿòèé èçâåñòíî,
÷òî ïðèáûëü èìåþò 40% ôèðì ñðåäíåé íàäåæíîñòè, 80% ôèðì âû-
ñîêîé íàäåæíîñòè è 30% ôèðì íèçêîé íàäåæíîñòè. Îòñþäà ìîæíî
çàïèñàòü óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè Pr(y1|θ1) = 0.4, Pr(y1|θ2) = 0.8 è
Pr(y1|θ3) = 0.3. Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî âûïëà÷èâàþò â áþäæåò 70%
ôèðì ñðåäíåé íàäåæíîñòè, 90% ôèðì âûñîêîé íàäåæíîñòè è 0%
ôèðì íèçêîé íàäåæíîñòè. Îòñþäà ìîæíî çàïèñàòü óñëîâíûå âåðî-
ÿòíîñòè Pr(y2|θ1) = 0.7, Pr(y2|θ2) = 0.9 è Pr(y2|θ3) = 0. Âñå èñõîäíûå
äàííûå ïðèâåäåíû â òàáë. 5.1.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè Pr(yc|θi) ïðî-
òèâîïîëîæíûõ ñâèäåòåëüñòâ îïðåäåëÿþòñÿ èç î÷åâèäíîãî óñëîâèÿ
Pr(yc|θi) = 1 − Pr(y|θi). Òàê, åñëè ôèðìà íå èìååò ïðèáûëè, òî
Pr(yc

1|θ1) = 0.6, Pr(yc
1|θ2) = 0.2, Pr(yc

1|θ3) = 0.7.
Â ïðîöåññå ñáîðà ôàêòîâ âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç áóäóò ïîâûøàòüñÿ,

åñëè ôàêòû ïîääåðæèâàþò èõ, èëè óìåíüøàòüñÿ, åñëè ôàêòû îïðî-
âåðãàþò èõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èìååì òîëüêî îäíî ñâèäåòåëüñòâî
y1, ò.å. ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà êîíêðåòíàÿ ôèðìà èìååò ïðèáûëü.
Íàáëþäàÿ y1, ìû âû÷èñëÿåì àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè äëÿ ãèïî-
òåç ñîãëàñíî ôîðìóëå Áàéåñà äëÿ îäíîãî ñâèäåòåëüñòâà:

Pr(θ1|y1) =
Pr(y1|θ1) Pr(θ1)∑3
i=1 Pr(y1|θi) Pr(θi)

= 0.4,

Pr(θ2|y1) =
Pr(y1|θ2) Pr(θ2)∑3
i=1 Pr(y1|θi) Pr(θi)

= 0.48,

Pr(θ3|y1) =
Pr(y1|θ3) Pr(θ3)∑3
i=1 Pr(y1|θi) Pr(θi)

= 0.12.

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ âèäíî, ÷òî ïîñëå òîãî êàê y1 ïðîèçîøëî
(ñòàëî èçâåñòíî, ÷òî ôèðìà èìååò ïðèáûëü), äîâåðèå ê ãèïîòåçàì
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θ1 è θ3 ïîíèçèëîñü, â òî âðåìÿ êàê äîâåðèå ê θ2 âîçðîñëî. Òàêèì
îáðàçîì, ìû ìîäèôèöèðîâàëè àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè è ïîëó÷èëè
àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç. Åñëè ïðîäîëæèòü ìîäèôèêà-
öèþ èëè ïåðåñ÷åò íà îñíîâå íîâûõ ñâèäåòåëüñòâ, òî ïîëó÷åííûå
âûøå àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç ñòàíîâÿòñÿ àïðèîðíûìè.
Íàïðèìåð, ïðåäïîëîæèì, ÷òî àíàëèçèðóåìàÿ ôèðìà ïëàòèò â áþä-
æåò, ò.å. íàáëþäàåòñÿ y2. Òîãäà àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ïî òåì æå ôîðìóëàì ñ çàìåíîé âåðîÿòíîñòåé Pr(θi) âåðî-
ÿòíîñòÿìè Pr(θi|y1) è ñâèäåòåëüñòâ y1 ñâèäåòåëüñòâàìè y2, âû÷èñ-
ëåííûìè íà ïðåäûäóùåì ýòàïå. Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ ïîëó÷àåì
Pr(θ1|y2) = 0.393, Pr(θ2|y2) = 0.607, Pr(θ3|y2) = 0.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî òå æå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü çà
îäèí øàã, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îäíîâðåìåííî ïîëó÷åíû äâà ñâèäåòåëü-
ñòâà è ýòè ñâèäåòåëüñòâà íåçàâèñèìû. Â ýòîì ñëó÷àå àïîñòåðèîðíàÿ
âåðîÿòíîñòü èìååò âèä

Pr(θj |y1, y2) =
Pr(y1, y2|θj) Pr(θj)∑3
i=1 Pr(y1, y2|θi) Pr(θi)

.

Ïðåäïîëîæåíèå íåçàâèñèìîñòè ñâèäåòåëüñòâ ïîçâîëÿåò çàïèñàòü

Pr(y1, y2|θj) = Pr(y1|θj) · Pr(y2|θj).

Îòñþäà

Pr(θj |y1, y2) =
Pr(y1|θj) · Pr(y2|θj) Pr(θj)∑3

i=1 Pr(y1|θi) · Pr(y2|θi) · Pr(θi)
.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ íåïðåðûâ-
íîãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü θ = (θ1, ..., θm) � âåêòîð m íåïðåðûâíûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, îïðåäåëåííûé íà ìíîæåñòâå Ωm. Òîãäà
òåîðåìà Áàéåñà ïðèíèìàåò âèä

p(θ|y) =
p(y|θ)π(θ)

p(y)
=

p(y|θ)π(θ)∫
Ωm p(y, θ)dθ

.

Çäåñü π(θ) � àïðèîðíàÿ ïëîòíîñòü âåêòîðà ïàðàìåòðîâ θ, p(θ|y)
� àïîñòåðèîðíàÿ ïëîòíîñòü, âû÷èñëÿåìàÿ èñõîäÿ èç ïðåäïîëî-
æåíèÿ àïðèîðíîé ïëîòíîñòè π(θ) è íàáëþäàåìûõ äàííûõ y.

Ìåòîä ìàêñèìóìà ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ, èñïîëüçóåìûé
â ñòàòèñòè÷åñêîì îöåíèâàíèè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ, è
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áàéåñîâñêèé ïîäõîä äîñòàòî÷íî áëèçêè. Ïóñòü L(θ|y) � ôóíê-
öèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ. Ìåòîä ìàêñèìóìà ôóíêöèè ïðàâäîïîäî-
áèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïàðàìåòðû θ ∈ Ωm âûáèðàþòñÿ
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ ïðàâäîïîäî-
áèÿ êàê ôóíêöèþ îò θ. Ïðàâîìåðíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ìåòî-
äà ìàêñèìóìà ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà ñâîé-
ñòâàõ âûáîðêè áîëüøîãî îáúåìà, à èìåííî åñëè ðàçìåð âûáî-
ðî÷íûõ äàííûõ äîñòàòî÷íî áîëüøîé, òî ìîæíî ïðåäïîëîæèòü:

1) íîðìàëüíîñòü ñòàòèñòèêè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû;

2) ñòàòèñòèêà îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ èìååò χ2-
ðàñïðåäåëåíèå.

Îäíàêî ýòè çàìå÷àòåëüíûå ñâîéñòâà íå âûïîëíÿþòñÿ, åñ-
ëè ðàçìåð âûáîðêè ìàë. Ïîýòîìó àëüòåðíàòèâíûì ïîäõîäîì
ÿâëÿåòñÿ ïîïûòêà íà÷àòü ñòàòèñòè÷åñêèé âûâîä ñ íåêîòîðûõ
èñõîäíûõ ïðåäïîëîæåíèé (äîãàäîê) î ðàñïðåäåëåíèè íåèçâåñò-
íûõ ïàðàìåòðîâ π(θ). Òîãäà, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Áàéåñà, ìîæíî
âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

p(θ|y) =
1

p(y)
p(y|θ)π(θ).

Çàìåòèì, ÷òî p(y|θ) = L(θ|y) � ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ,
1/p(y) � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà ïî îòíîøåíèþ ê ïà-
ðàìåòðàì θ. Ïîýòîìó àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðîïîðöè-
îíàëüíî ïðîèçâåäåíèþ ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ íà àïðèîðíîå
ðàñïðåäåëåíèå èëè

p(θ|y) ∝ L(θ|y)π(θ),

ãäå ñèìâîë ∝ îçíà÷àåò ïðîïîðöèîíàëüíîñòü.
Åñëè â çàäà÷å î íàäåæíîñòè ôèðì ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ

áûëà èçâåñòíà â ÿâíîì âèäå, ò.å. â âèäå íàáîðà âåðîÿòíîñòåé
p(y|θ) (óñëîâíûõ ê çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà), òî â îáùåì ñëó÷àå
ýòà ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåêîòîðîé ôóíêöèè îò ïà-
ðàìåòðîâ, ÷òî çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò âû÷èñëåíèÿ.
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Ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà p(y) âû÷èñëÿåòñÿ èñõîäÿ èç óñëîâèÿ
íîðìàëèçàöèè, ò.å. ñóììà àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé èëè èí-
òåãðàë àïîñòåðèîðíîé ïëîòíîñòè ïî ìíîæåñòâó çíà÷åíèé ïàðà-
ìåòðîâ θ ðàâåí åäèíèöå. Òîãäà, íàïðèìåð, äëÿ íåïðåðûâíîãî
ñëó÷àÿ

p(y) =
∫

Ωm

p(y|θ)π(θ)dθ.

Çàâèñèìîñòü àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé îò àïðèîðíûõ
ïîêàçûâàåò, êàê ìíîãî èíôîðìàöèè î çíà÷åíèÿõ íåèçâåñòíîãî
ïàðàìåòðà ñîäåðæèòñÿ â ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ. Åñëè àïîñòå-
ðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ñèëüíî çàâèñÿò îò àïðèîðíûõ, òî, ñêîðåå
âñåãî, äàííûå ñîäåðæàò ìàëî èíôîðìàöèè. Åñëè àïîñòåðèîð-
íûå âåðîÿòíîñòè ñëàáî çàâèñÿò îò âûáîðà àïðèîðíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ, òî äàííûå ÿâëÿþòñÿ èíôîðìàòèâíûìè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè èñïîëüçîâàíèè áàéåñîâñêîãî ïîäõî-
äà êðîìå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ðàññìàòðèâàåìîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû Y ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå íåêîòîðîãî
àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ θ ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ âåëè÷èíû Y . Îïèðàÿñü íà ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå, àïðèîð-
íîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ θ ìîäèôèöèðóåòñÿ ïóòåì óìíî-
æåíèÿ íà ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ è íîðìàëèçàöèè. Ðåçóëüòà-
òîì ìîäèôèêàöèè ÿâëÿåòñÿ àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïà-
ðàìåòðîâ θ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ñàìè ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ
íåêîòîðûì ðàñïðåäåëåíèåì, ò.å. ìû èìååì íåîïðåäåëåííîñòü
âòîðîãî ïîðÿäêà: �ñëó÷àéíûå ïàðàìåòðû ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû�
èëè �ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ�.

Êàê òåïåðü íàéòè îêîí÷àòåëüíî îöåíêè ïàðàìåòðîâ θ? Äëÿ
ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîð ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà
θ. Íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè òðè òî÷å÷íûå îöåí-
êè ïàðàìåòðà θ.

1. Ìîäà. Îöåíêà θ̂ ïàðàìåòðà âûáèðàåòñÿ èñõîäÿ èç ìàêñè-
ìóìà àïîñòåðèîðíîé ïëîòíîñòè, ò.å.

p(θ̂|y) = max
θ

p(θ|y).
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2. Ìåäèàíà. Îöåíêà θ̂ ïàðàìåòðà âûáèðàåòñÿ èñõîäÿ èç ðà-
âåíñòâà Pr(θ > θ̂|y) = Pr(θ < θ̂|y) = 0.5 èëè

∫ +∞

θ̂
p(θ|y)dθ =

∫ θ̂

−∞
p(θ|y)dθ = 0.5.

3. Ñðåäíåå. Îöåíêà θ̂ ïàðàìåòðà âû÷èñëÿåòñÿ êàê ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå, ò.å.

θ̂ = E[θ|y] =
∫ +∞

−∞
θp(θ|y)dθ.

Íàèáîëåå âàæíûì è îäíîâðåìåííî ñëîæíûì ÿâëÿåòñÿ âî-
ïðîñ âûáîðà àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ. Îäíèì èç
ôàêòîðîâ çäåñü ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè íàëè÷èè èíôîðìàòèâ-
íûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ äàæå �ïëîõîå� àïðèîðíîå ðàñïðå-
äåëåíèå íå ïîâëèÿåò ñóùåñòâåííî íà àïîñòåðèîðíîå. Äðóãèì
âàæíûì ôàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé, îñîáåí-
íî åñëè ðàñ÷åòû àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíî ïî ìåðå ïîñòóïëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîð-
ìàöèè. Ïîýòîìó íà âûáîð àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âëèÿåò
åãî ïðèíàäëåæíîñòü ê òàê íàçûâàåìîìó êëàññó ñîãëàñîâàííûõ
ðàñïðåäåëåíèé, ò.å. òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé, ÷òî àïðèîðíîå è àïî-
ñòåðèîðíîå ÿâëÿþòñÿ îäíèì è òåì æå ðàñïðåäåëåíèåì, íî ñ
ðàçíûìè ïàðàìåòðàìè. Ïðè ýòîì ñîãëàñîâàííîñòü îïðåäåëÿ-
åòñÿ íå òîëüêî âèäîì àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, íî è âèäîì
ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ, ò.å. òèï ðàñïðåäåëåíèÿ äîëæåí ñîõðà-
íÿòüñÿ ïðè óìíîæåíèè àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ôóíêöèþ
ïðàâäîïîäîáèÿ ñ ó÷åòîì íîðìàëèçàöèè. Ê òàêèì ðàñïðåäåëåíè-
ÿì îòíîñÿòñÿ: ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå, åñëè ôóíêöèÿ ïðàâäîïî-
äîáèÿ ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêîé; áåòà-ðàñïðåäåëåíèå, åñëè ôóíê-
öèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ áèíîìèàëüíîé; ðàñïðåäåëåíèå Äè-
ðèõëå, åñëè ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëü-
íîé. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå öåëîãî ðÿäà ñîãëàñîâàííûõ ðàñïðå-
äåëåíèé ìîæíî íàéòè â ñïðàâî÷íèêå [31].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äî ïîÿâëåíèÿ êàêèõ-ëèáî ñòàòèñòè÷å-
ñêèõ äàííûõ èëè íàáëþäåíèé î ïàðàìåòðàõ çà÷àñòóþ íè÷å-
ãî íå èçâåñòíî. Ïîýòîìó åñëè îòáðîñèòü òðåáîâàíèå ïðîñòîòû
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âû÷èñëåíèé, òî ïðåäïî÷òèòåëüíîå èëè �õîðîøåå� (ïîäõîäÿùåå)
àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå äîëæíî ìèíèìàëüíî âëèÿòü íà âû-
âîä, ò.å. íà àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå, à òàêæå ó÷èòûâàòü
îòñóòñòâèå àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ïàðàìåòðàõ. Àïðèîðíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ, ìîäåëèðóþùèå îòñóòñòâèå àïðèîðíîé èíôîð-
ìàöèè, íàçûâàþòñÿ íåèíôîðìàòèâíûìè.

Ïîñòóëàò Áàéåñà�Ëàïëàñà ãîâîðèò îò òîì, ÷òî, êîãäà çàðà-
íåå íè÷åãî íå èçâåñòíî î ïàðàìåòðå θ, àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå
ñëåäóåò ïðèíèìàòü ðàâíîìåðíûì, ò.å. âñå âîçìîæíûå èñõîäû
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû θ èìåþò ðàâíûå âåðîÿòíîñòè. Îñíîâíîé
ïðîáëåìîé èñïîëüçîâàíèÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â êà-
÷åñòâå íåèíôîðìàòèâíîãî àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íåèíâàðèàíòíî ïî îòíîøå-
íèþ ê ôóíêöèÿì ïàðàìåòðà. Åñëè ìû íè÷åãî íå çíàåì î ïàðà-
ìåòðå θ, òî ìû òàêæå íè÷åãî íå çíàåì è, íàïðèìåð, î ôóíê-
öèè 1/θ. Îäíàêî åñëè θ èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî
1/θ óæå íå èìååò ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, õîòÿ ñîãëàñ-
íî ïîñòóëàòó Áàéåñà�Ëàïëàñà, 1/θ äîëæíî èìåòü ðàâíîìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå. Êðîìå òîãî, ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íåëüçÿ
èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå àïðèîðíîãî, åñëè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà áåñêîíå÷íî. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü ñóùåñòâåííóþ
çàâèñèìîñòü ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îò ìíîæåñòâà èñõî-
äîâ. Ìîæíî ïðèâåñòè ñëåäóþùèé ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé
ýòó çàâèñèìîñòü. Ïóñòü â ìåøêå èìåþòñÿ øàðû êðàñíîãî öâåòà
è êàêèõ-òî äðóãèõ öâåòîâ. Ïðè ýòîì íåèçâåñòíî, ñêîëüêî øàðîâ
êðàñíîãî öâåòà è ñêîëüêî âñåõ îñòàëüíûõ øàðîâ â ìåøêå. Êà-
êîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâûé âûòàùåííûé èç ìåøêà øàð
áóäåò êðàñíûé? Ïðåäïîëàãàÿ ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïî-
ëó÷àåì âåðîÿòíîñòü 1/2. Ïóñòü òåïåðü â ìåøêå èìåþòñÿ øàðû
êðàñíîãî öâåòà, çåëåíîãî öâåòà è êàêèõ-òî äðóãèõ. Òîãäà âåðî-
ÿòíîñòü êðàñíîãî øàðà ðàâíà 1/3. Ñèòóàöèÿ âî âòîðîì ñëó÷àå
ïðèíöèïèàëüíî íå èçìåíèëàñü, òàê êàê çåëåíûå øàðû ìîæíî
îòíåñòè ê øàðàì �äðóãîãî öâåòà� ïðèìåíèòåëüíî ê ïåðâîé ñè-
òóàöèè. Îäíàêî ìû ïîëó÷èëè ñîâåðøåííî ðàçíûå âåðîÿòíîñòè
êðàñíîãî øàðà.

Â ëèòåðàòóðå ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî
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ïîäõîäîâ äëÿ âûáîðà òîãî èëè èíîãî íåèíôîðìàòèâíîãî àïðè-
îðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ [31], èìåþùèõ ñâîè äîñòîèíñòâà è íåäî-
ñòàòêè. Îäíàêî íàèáîëåå èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä, ïîë-
íîñòüþ îòëè÷àþùèéñÿ îò áîëüøèíñòâà òðàäèöèîííûõ. Ñóòü
ýòîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Îïðåäåëèì íå îäíî
àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå, à öåëûé êëàññ M ðàñïðåäåëåíèé π,
äëÿ êîòîðîãî ìîæíî íàéòè íèæíþþ è âåðõíþþ âåðîÿòíîñòè
ñîáûòèÿ A êàê

P (A) = inf{Pπ(A) : π ∈M},
P (A) = sup{Pπ(A) : π ∈M}. (5.1)

Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ìíîæåñòâîM ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëÿåòñÿ íèæíåé è âåðõíåé ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-
íîñòåé. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êëàññM ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü
�íå êàê êëàññ ïîäõîäÿùèõ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé, à êàê
ïîäõîäÿùèé êëàññ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé�. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
êàæäîå îòäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èç êëàññà íå ÿâëÿåòñÿ ïîä-
õîäÿùèì èëè �õîðîøèì� àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì, òàê êàê
íè îäíî îòäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íå ìîæåò óäîâëåòâîðèòåëüíî
ìîäåëèðîâàòü îòñóòñòâèå èíôîðìàöèè. Íî âåñü êëàññ â öåëîì,
îïðåäåëÿåìûé âåðõíèì è íèæíèì ðàñïðåäåëåíèÿìè âåðîÿòíî-
ñòåé, ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùåé ìîäåëüþ îòñóòñòâèÿ èíôîðìàöèè.
Êîãäà àïðèîðíîé èíôîðìàöèè ïî÷òè íåò, P (A) äëÿ ýòîãî êëàñ-
ñà äîëæíî áûòü áëèçêî ê 0, à P (A) áëèçêî ê 1. Ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî àïðèîðè ñîáûòèå A ìîæåò èìåòü ëþáóþ âåðîÿòíîñòü.
Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ êëàññ ðàñïðåäåëåíèé M îïðåäåëÿåòñÿ
ïàðàìåòðè÷åñêè. Ïîýòîìó ìèíèìóì è ìàêñèìóì â (5.1) îáû÷íî
âû÷èñëÿþòñÿ ïî íåêîòîðûì ïàðàìåòðàì.

5.2. Ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå

Äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå ðàññìîòðèì ñòàí-
äàðòíóþ ïîëèíîìèàëüíóþ ìîäåëü. Ïóñòü Ω = {ω1, ..., ωm} �
ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ èñõîäîâ è èìååòñÿ ñîâîêóïíîñòü N íà-
áëþäåíèé, íåçàâèñèìî âûáðàííûõ èç Ω ñ îäèíàêîâûìè âåðîÿò-
íîñòÿìè êàæäîãî èñõîäà Pr{ωj} = θj äëÿ âñåõ j = 1, ..., m, ãäå
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θj ≥ 0 è
∑m

j=1 θj = 1. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç N íàáëþäåíèé
èñõîä ωj áóäåò íàáëþäàòüñÿ Nj ðàç, îïðåäåëÿåòñÿ èç èçâåñò-
íîé ôîðìóëû ïîëèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè
θ1, ..., θm. Îäíàêî ïàðàìåòðû θ1, ..., θm ìîãóò áûòü ñàìè ñëó÷àé-
íûìè âåëè÷èíàìè è èìåòü íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå èëè ïëîò-
íîñòü âåðîÿòíîñòè π(θ). Îäíèì èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé ïàðàìåòðîâ (âåðîÿòíîñòåé) θ1, ..., θm ÿâëÿåòñÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèå Äèðèõëå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííûì ñ ïîëè-
íîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì â òîì ñìûñëå, ÷òî àïðèîðíîå è
àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè Äè-
ðèõëå.

Àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå (s, t) äëÿ ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà âåðîÿòíîñòåé θ = (θ1, ..., θm), ãäå t = (t1, ..., tm), èìååò
ôóíêöèþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè

π(θ) = Γ(s)




m∏

j=1

Γ(stj)



−1

·
m∏

j=1

θ
stj−1
j .

Çäåñü ïàðàìåòð ti ∈ (0, 1) ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì çíà÷åíèåì (ìà-
òåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì) âåðîÿòíîñòè θi; ïàðàìåòð s > 0
îïðåäåëÿåò âëèÿíèå àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà àïîñòåðèîð-
íûå âåðîÿòíîñòè; âåêòîð t ïðèíàäëåæèò âíóòðåííåé îáëàñòè
åäèíè÷íîãî ñèìïëåêñà ðàçìåðíîñòè m, êîòîðûé áóäåì îáîçíà-
÷àòü S(1,m); Γ(·) � ãàììà-ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâè-
ÿì Γ(x + 1) = xΓ(x) è Γ(1) = 1. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî
ïåðåìåííûìè ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå ÿâëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòè
θ1, ..., θm, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ θ ∈ S(1,m). Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî íå òîëüêî ñàìè ñîáûòèÿ ñ÷èòàþòñÿ ñëó÷àéíûìè, íî è èõ
âåðîÿòíîñòè.

Ïðèìåð 5.2. Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó ñ íàäåæíîñòüþ ôèðì (ñì. ïðè-
ìåð 5.1). Â ýòîì ïðèìåðå ìîæíî âûäåëèòü òðè ñîáûòèÿ (m = 3):
ôèðìà èìååò ñðåäíþþ íàäåæíîñòü (ïåðâîå ñîáûòèå � ω1), âûñîêóþ
íàäåæíîñòü (âòîðîå ñîáûòèå � ω2), íèçêóþ íàäåæíîñòü (òðåòüå ñî-
áûòèå � ω3). Âåðîÿòíîñòè ýòèõ ñîáûòèé ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âå-
ëè÷èíàìè, è èõ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ðàâíû t1, t2, t3. Ïðè ýòîì
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ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè íàäåæíîñòè ôèð-
ìû ðàâíû 0.5, 0.3, 0.2 ñîîòâåòñòâåííî, îçíà÷àåò, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå
îæèäàíèÿ âåðîÿòíîñòåé íàäåæíîñòè ôèðìû äëÿ àïðèîðíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ Äèðèõëå ðàâíû t1 = 0.5, t2 = 0.3, t3 = 0.2. Îäíàêî âåðîÿò-
íîñòè íàäåæíîñòè ôèðìû ìîãóò áûòü â äåéñòâèòåëüíîñòè ëþáûå ñ
ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè π(θ).

Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ âåêòîðà íàáëþäåíèé n = (n1, ..., nm), ãäå
nj � ÷èñëî íàáëþäåíèé èñõîäà ωj , óìíîæàÿ àïðèîðíóþ ïëîò-
íîñòü íà ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ L(n|θ), ïîëó÷àåì àïîñòåðè-
îðíóþ ïëîòíîñòü:

p(θ|n) ∝ π(θ)L(n|θ) =
m∏

j=1

θ
nj+stj−1
j ,

êîòîðàÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
Äèðèõëå (N + s, t∗), ãäå

t∗ = (t∗1, ..., t
∗
m), t∗j =

nj + stj
N + s

.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå îòíîñèòñÿ ê êëàñ-
ñó ñîãëàñîâàííûõ ðàñïðåäåëåíèé è ïðè ïåðåñ÷åòå àïðèîðíûå
ïàðàìåòðû t ïðåîáðàçóþòñÿ â t∗. Ýòî î÷åíü âàæíîå ñâîéñòâî,
áëàãîäàðÿ êîòîðîìó ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå ïîëó÷èëî øèðî-
êîå ðàñïðîñòðàíåíèå â áàéåñîâñêîì àíàëèçå.
Ïðèìåð 5.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå îáñëåäîâàíèÿ 10
ôèðì, áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî 6 ôèðì èìåþò ñðåäíþþ íàäåæíîñòü, 3
ôèðìû � âûñîêóþ íàäåæíîñòü è 1 ôèðìà � íèçêóþ íàäåæíîñòü. Òî-
ãäà n1 = 6, n2 = 3, n3 = 1, N = 10. Ïóñòü ïàðàìåòð s ðàâåí 1. Òîãäà
àïîñòåðèîðíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ âåðîÿòíîñòåé íàäåæíîñòè
ôèðì ñòàíîâÿòñÿ ðàâíû

t∗1 =
6 + 1 · 0.5

10 + 1
= 0.591,

t∗2 =
3 + 1 · 0.3

10 + 1
= 0.3,

t∗3 =
1 + 1 · 0.2

10 + 1
= 0.109.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïîëó÷åíèÿ íîâîé ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîð-
ìàöèè âåðîÿòíîñòè íàäåæíîñòè ôèðì îñòàþòñÿ ñëó÷àéíûìè, íî ñ
íîâûìè (àïîñòåðèîðíûìè) ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè, ïîëó÷åí-
íûìè âûøå. Ïðè ýòîì íîâàÿ èíôîðìàöèÿ ïîäòâåðäèëà àïðèîðíîå
ïðåäñòàâëåíèå î âåðîÿòíîñòè ôèðì âûñîêîé íàäåæíîñòè è èçìåíèëà
ïðåäñòàâëåíèå î âåðîÿòíîñòÿõ ôèðì íèçêîé è ñðåäíåé íàäåæíîñòè.
Ñ îäíîé ñòîðîíû, åñëè ïðèíÿòü s = 0, òî àïîñòåðèîðíûå äàííûå áó-
äóò ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿòüñÿ òîëüêî èìåþùåéñÿ äîïîëíèòåëüíîé èí-
ôîðìàöèè â âèäå àíàëèçà 10 ôèðì. Ïîëó÷åííûå äàííûå ïåðåñ÷åòà â
ýòîì ñëó÷àå íå áóäóò çàâèñåòü îò âûáîðà àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïàðàìåòð s ïðèíèìàåò áîëüøèå çíà÷åíèÿ,
òî ïîëó÷àåìàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ ïðàêòè÷åñêè ïåðåñòàåò
âëèÿòü íà àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè è ïîèñê äîïîëíèòåëüíîé èí-
ôîðìàöèè òåðÿåò ñìûñë.

Îäíèì èç âàæíûõ ñâîéñòâ ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå ÿâëÿåò-
ñÿ òî, ÷òî åãî ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ òàêæå ÿâëÿþòñÿ
ðàñïðåäåëåíèÿìè Äèðèõëå ñ äðóãèìè ïàðàìåòðàìè. Â ÷àñòíî-
ñòè, åñëè m = 2, òî ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå åñòü íå ÷òî èíîå,
êàê áåòà-ðàñïðåäåëåíèå. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàñïðåäåëåíèå Äè-
ðèõëå åñòü îáîáùåíèå áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè m > 2.

5.3. Áåòà-áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ñâÿçàíî ñ íåîáõî-
äèìîñòüþ îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî â òå÷åíèå íåêî-
òîðîãî ïåðèîäà íàáëþäåíèé ïðîèçîéäåò íå ìåíåå èëè íå áîëåå
çàäàííîãî êîëè÷åñòâà îïðåäåëåííûõ ñîáûòèé. Åñëè èçâåñòíà
âåðîÿòíîñòü θ íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ, òî âåðîÿòíîñòü p(k|θ) òî-
ãî, ÷òî ïðîèçîéäåò k ñîáûòèé èç n âîçìîæíûõ, îïðåäåëÿåòñÿ
íà îñíîâå áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

p(k|θ) = Ck
n θk(1− θ)n−k.

Åñëè âåðîÿòíîñòü θ òî÷íî íåèçâåñòíà è îíà ñàìà ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àéíûì ÷èñëîì ñ íåêîòîðîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè âåðîÿòíî-
ñòè π(θ|ϑ), òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîèçîøëî ðîâíî k ñîáû-
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òèé, îïðåäåëÿåòñÿ èç âûðàæåíèÿ

P (k) =
∫

Ω
p(k|θ) · π(θ|ϑ)dθ.

Çäåñü ϑ � âåêòîð ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ π; Ω = [0, 1] � ìíî-
æåñòâî çíà÷åíèé ïàðàìåòðà θ.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ àïðèîðíîãî è
àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèé â êà÷åñòâå ôóíêöèè π èñïîëü-
çóåòñÿ áåòà-ðàñïðåäåëåíèå. Àïðèîðíîå áåòà-ðàñïðåäåëåíèå ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû θ, îáîçíà÷àåìîå Beta(a, b), èìååò ôóíêöèþ
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè

π(θ|a, b) = Beta(a, b) =
1

B(a, b)
θa−1(1− θ)b−1, 0 ≤ θ ≤ 1.

Çäåñü a > 0, b > 0 � ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ, ò.å. ϑ = (a, b);
B(a, b) � áåòà-ôóíêöèÿ.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî áåòà-ðàñïðåäåëåíèå èñïîëüçóåò-
ñÿ â êà÷åñòâå àïðèîðíîãî â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè äëÿ ïî-
èñêà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ïðîèçîéäåò k ñîáûòèé. Â îòëè÷èå
îò ýòîãî ðàññìîòðåííûé ðàíåå ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàñïðåäåëåíèÿ
Äèðèõëå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîèñêà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ïðî-
èçîéäåò ðîâíî îäíî ñîáûòèå.

Ïóñòü â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèé èç ñóììàðíîãî ÷èñëà íà-
áëþäåíèé N ïðîèçîøëî K èíòåðåñóåìûõ íàñ ñîáûòèé. Òîãäà
àïîñòåðèîðíîå áåòà-ðàñïðåäåëåíèå π(θ|ϑ, K) ïðè óñëîâèè ïî-
ëó÷åíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

π(θ|ϑ,K) = Beta(a + K, b + N −K).

Îòñþäà âåðîÿòíîñòü P (k) òîãî, ÷òî ïðîèçîéäåò ðîâíî k
îïðåäåëåííûõ ñîáûòèé â áóäóùåì ïðè îáùåì ÷èñëå íàáëþäå-
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íèé n, ðàâíà

P (k) =
∫

Ω
p(k|θ) · π(θ|ϑ,K)dθ =

=
∫ 1

0
Ck

nθk(1− θ)n−k · Beta(a + K, b + N −K)dθ =

= Ck
n

B(a + k + K, b + n + N − k −K)
B(a + K, b + N −K)

.

Ýòî � áåòà-áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
÷èñëî èíòåðåñóåìûõ ñîáûòèé íå ïðåâûñèò M , ðàâíà

PM =
M∑

k=0

Ck
n

B(a + k + K, b + n + N − k −K)
B(a + K, b + N −K)

.

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå áåòà-áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ â ìîäåëè èíäèâèäóàëüíîãî ñòðàõîâàíèÿ. Òåîðèÿ ñòðàõîâà-
íèÿ è àêòóàðíûå ðàñ÷åòû ïðèîáðåòàþò âñå áîëüøåå çíà÷åíèå
â óñëîâèÿõ ðàçâèòèÿ ðûíêà ñòðàõîâûõ óñëóã è ïîâûøàþùåé-
ñÿ êîíêóðåíöèè íà ýòîì ðûíêå ñòðàõîâûõ êîìïàíèé. Ïîýòîìó
â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ïóáëèêà-
öèé, ïîñâÿùåííûõ îïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðîâ ñòðàõîâàíèÿ, òà-
êèõ êàê îïòèìàëüíûé ðàçìåð ñòðàõîâûõ ïðåìèé, ñòðàõîâûõ
âûïëàò, îïòèìàëüíîå êîëè÷åñòâî äîãîâîðîâ è ò.ä. Ñëó÷àéíàÿ
ïðèðîäà ñòðàõîâûõ ñëó÷àåâ íå ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëèòü ïàðàìåòðû ñòðàõîâàíèÿ è âñåãäà ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé
ðèñê ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè. Àêòóàðíûå ðàñ÷åòû ïðè-
çâàíû îïðåäåëÿòü ïàðàìåòðû ñòðàõîâàíèÿ òàê, ÷òîáû ìèíèìè-
çèðîâàòü ðèñê ðàçîðåíèÿ èëè îãðàíè÷èòü åãî íåêîòîðûì ïðå-
äåëüíûì çíà÷åíèåì [11].

Ðàññìîòðèì êîðîòêî èçâåñòíóþ ìîäåëü èíäèâèäóàëüíîãî
ñòðàõîâàíèÿ äèñêðåòíîãî âðåìåíè, ïîäðîáíîå îïèñàíèå è àíà-
ëèç êîòîðîé ïðåäñòàâëåí Áîéêîâûì [5]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîì-
ïàíèÿ çàêëþ÷àåò n îäíîòèïíûõ äîãîâîðîâ ñ îäèíàêîâûì ñðî-
êîì äåéñòâèÿ t è âîçìîæíûìè âûïëàòàìè ïî i-ìó äîãîâîðó Xi.
Ñòðàõîâàÿ ïðåìèÿ çà êàæäûé äîãîâîð ðàâíà c. Òîãäà ñîáðàí-
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íûå ê ìîìåíòó âðåìåíè t ïðåìèè ñîñòàâëÿþò Π(t) = cn, à ñóì-
ìàðíûå âûïëàòû

R(t) = X1 + ... + Xn.

Çäåñü Xi � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåëÿåìàÿ íàñòóïëåíèåì
ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ çà âðåìÿ t. Åñëè îáîçíà÷èòü èíäèêàòîð íà-
ñòóïëåíèÿ i-ãî ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ Ii, à ðàçìåð âûïëàòû yi, òî
Xi = Ii · yi è ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ i-
ãî ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ Pr{Ii = 1} = q. Âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå êàê

PM = Pr{Π(t) ≥ R(t)} = Pr{cn ≥ X1 + ... + Xn}.
Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, ..., Xn íåçàâèñèìû, çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðîâ c è n ôèêñèðîâàíû, yi = y äëÿ âñåõ i = 1, ..., n, òî
çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðî-
ñòî ðåøàåòñÿ ââåäåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû K ÷èñëà ñòðà-
õîâûõ ñëó÷àåâ, èìåþùåé áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå p(k|θ) ñ
ïàðàìåòðîì θ. Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ ðàâíà

PM =
M∑

k=0

p(k|θ).

Çäåñü M � ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èñêîâ, êîòîðûå êîìïàíèÿ
ìîæåò îïëàòèòü, îïðåäåëÿåìîå êàê

M = bΠ(t)/yc = bcn/yc ,

ñèìâîë b·c îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà �ñíèçó�.
Êàê âèäíî èç îïèñàíèÿ ìîäåëè, âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ

ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì áàéåñîâñêîãî ïîäõî-
äà, à èìåííî ñ ïðèìåíåíèåì áåòà-áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ.
Ïðèìåð 5.4. Ðàññìîòðèì ÷èñëîâîé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ìîäåëè.
Ïóñòü ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ çàêëþ÷èëà n = 100 äîãîâîðîâ. Ïðè íà-
ñòóïëåíèè ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ âûïëà÷èâàåòñÿ ñóììà y = 100 ïî îäíî-
ìó äîãîâîðó. Ïðåìèÿ ïî îäíîìó äîãîâîðó ñîñòàâëÿåò c = 12. Màêñè-
ìàëüíîå êîëè÷åñòâî èñêîâ, êîòîðûå êîìïàíèÿ ìîæåò îïëàòèòü, ðàâíî

M = bcn/yc = 12 · 100/100 = 12.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèé èç ñóììàðíîãî ÷èñëà
N = 20 äîãîâîðîâ ðàíåå ïðîèçîøåë K = 1 ñòðàõîâîé ñëó÷àé. Òî-
ãäà âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ ïðè âûáîðå ïàðàìåòðîâ a = 1 è b = 1
íåèíôîðìàòèâíîãî àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíû

P12 =
12∑

k=0

Ck
100

B(a + k + 1, b + 100 + 20− k − 1)
B(a + 1, b + 20− 1)

=

=
12∑

k=0

Ck
100

B(1 + k + 1, 1 + 100 + 20− k − 1)
B(1 + 1, 1 + 20− 1)

= 0.744.

Êàê âèäíî èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, îöåíêà âåðîÿòíîñòè íåðà-
çîðåíèÿ 0.744 ñëèøêîì ïåññèìèñòè÷íà ïðè ñòîëü íåáîëüøîé âûáîðêå
íàáëþäàåìûõ â ïðîøëîì ñîáûòèé.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî èç 200 äîãîâîðîâ â ïðîøëîì ïðîèçî-
øëî 10 ñòðàõîâûõ ñëó÷àåâ (â òîé æå ïðîïîðöèè). Òîãäà P12 = 0.986.
Ýòî ãîâîðèò î ñóùåñòâåííîé çàâèñèìîñòè âû÷èñëÿåìîé âåðîÿòíîñòè
îò àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè íåáîëüøîì îáúåìå ñòàòèñòè÷åñêèõ
äàííûõ.

5.4. Îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷èñëî îïðåäåëåííûõ ñîáûòèé çà
íåêîòîðûé èíòåðâàë âðåìåíè t, òî îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðî-
ñòðàíåííûõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèõ âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðà-
ìåòðîì λ, õàðàêòåðèçóþùèì èíòåíñèâíîñòü ýòèõ ñîáûòèé. Âå-
ðîÿòíîñòü k ñîáûòèé çà âðåìÿ t, â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñïðåäåëå-
íèåì Ïóàññîíà, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

p(k) =
(λt)k exp(−λt)

k!
.

Åñëè èíòåíñèâíîñòü ñîáûòèé λ òî÷íî íåèçâåñòíà, òî ïðåä-
ïîëàãàÿ, ÷òî îíà ñàìà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì ÷èñëîì ñ íåêîòî-
ðîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè π(λ|ϑ), ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü áàéåñîâñêèé ïîäõîä. Ïðè ýòîì äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ àïðè-
îðíîãî è àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèé ôóíêöèÿ π äîëæ-
íà ñîîòâåòñòâîâàòü ïëîòíîñòè ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ. Àïðèîð-
íîå ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû λ, îáîçíà÷àåìîå
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Gamma(a, b), èìååò ôóíêöèþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè
π(λ) = Gamma(a, b) =

=
1

Γ(a)
baλa−1 exp(−bλ), λ > 0.

Çäåñü a > 0, b > 0 � ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ, ò.å. ϑ = (a, b);
Γ(a) � ãàììà-ôóíêöèÿ.

Ïóñòü â òå÷åíèè n ïåðèîäîâ íàáëþäåíèé â ïðîøëîì ïðîèçî-
øëî â ñóììå K =

∑n
i=1 ki ñîáûòèé. Çäåñü ki � ÷èñëî ñîáûòèé íà

i-ì ïåðèîäå íàáëþäåíèé. Òîãäà àïîñòåðèîðíàÿ ôóíêöèÿ ïëîò-
íîñòè âåðîÿòíîñòè π(λ|K) ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè óñëîâèè
ïîëó÷åíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ â ôîðìå K ñîáûòèé çà n
ïåðèîäîâ íàáëþäåíèé èìååò ñëåäóþùèé âèä:

π(λ|K) = Gamma(a + K, b + n).

Îòñþäà âåðîÿòíîñòü P (k) òîãî, ÷òî ïðîèçîéäåò ðîâíî k ñî-
áûòèé â áóäóùåì ïðè óñëîâèè t = 1, èìååò âèä:

P (k) =
∫ ∞

0
p(k|λ) · π(λ|ϑ)dλ =

=
∫ ∞

0

λk exp(−λ)
k!

·Gamma(a, b) · dλ =

=
Γ(a + k)
Γ(a)k!

·
(

b

b + 1

)a (
1

b + 1

)k

.

Ýòî � îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Îòñþäà âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî èíòåðåñóåìûõ ñîáûòèé íå ïðåâûñèò
M , ðàâíà

PM =
M∑

k=0

Γ(a + k)
Γ(a)k!

·
(

b

b + 1

)a (
1

b + 1

)k

.

Âåðîÿòíîñòè P (k) òàêæå îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè ðåêóð-
ðåíòíîé ôîðìóëû

P (k) =





(
b

b + 1

)a

, k = 0

a + k − 1
k(b + 1)

· P (k − 1), k ≥ 1
.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âðåìåíà ïðåäûäóùèõ n ïåðèî-
äîâ íàáëþäåíèé íå ÿâëÿþòñÿ îäèíàêîâûìè è ðàâíû ñîîòâåò-
ñòâåííî t1, ..., tn. Ïðè ýòîì ñóììàðíîå âðåìÿ íàáëþäåíèé ðàâíî
T = t1 + ... + tn. Êîëè÷åñòâî ñîáûòèé, íàáëþäàåìîå â êàæäîì
ïåðèîäå, ðàâíî k1, ..., kn, à èõ ñóììàðíîå ÷èñëî çà âðåìÿ T ðàâ-
íî K = k1 + ...+kn. Ýòî áîëåå îáùèé è èíòåðåñíûé ñëó÷àé, òàê
êàê íà ïðàêòèêå òðóäíî îæèäàòü, ÷òî èñõîäíûå ñòàòèñòè÷åñêèå
äàííûå ñîáèðàëèñü â òå÷åíèå òåõ æå ïåðèîäîâ âðåìåíè, ÷òî è
ïåðèîä ïðîãíîçèðîâàíèÿ t.

Âåðîÿòíîñòü k ñîáûòèé çà âðåìÿ t ïðè óñëîâèè, ÷òî çà ïå-
ðèîä íàáëþäåíèÿ t1 ïðîèçîøëî k1 ñîáûòèé, ðàâíà

P (k) =
∫ ∞

0

(λt)k exp(−λt)
k!

·Gamma(a + k1, b + t1)dλ =

=
Γ(a + k1 + k)
Γ(a + k1)k!

·
(

b + t1
b + t1 + t

)a+k1
(

t

b + t1 + t

)k

.

Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå äëÿ P (k) ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ n ≥ 1. Ïðè ýòîì, êàê ñëåäóåò èç ðå-
çóëüòèðóþùèõ âûðàæåíèé, ïîëó÷åííàÿ âåðîÿòíîñòü íå çàâèñèò
îò ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ñîáûòèé k1, ..., kn è îò ðàñïðåäåëåíèÿ
âðåìåíè íàáëþäåíèÿ t1, ..., tn, à îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ñóììàð-
íûì ÷èñëîì ñîáûòèé K è ñóììàðíûì âðåìåíåì íàáëþäåíèé
T , ò.å.

P (k) =
Γ(a + K + k)
Γ(a + K)k!

·
(

b + T

b + T + t

)a+K (
t

b + T + t

)k

.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà âñå âðåìåííûå èíòåðâàëû îäèíàêî-
âû è èìåþò åäèíè÷íóþ äëèòåëüíîñòü, âåðîÿòíîñòü k ñîáûòèé
çà åäèíè÷íûé èíòåðâàë âðåìåíè èìååò âèä

P (k) =
Γ(a + K + k)
Γ(a + K)k!

·
(

b + n

b + n + 1

)a+K (
1

b + n + 1

)k

.

Âåðîÿòíîñòü PM îïðåäåëÿåòñÿ êàê

PM =
M∑

k=0

Γ(a + K + k)
Γ(a + K)k!

·
(

b + T

b + T + t

)a+K (
t

b + T + t

)k

.
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Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðèâåäåííîå âûðàæåíèå äëÿ âå-
ðîÿòíîñòè PM ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â äðóãîì âèäå

PM = 1− Bq(M + 1, r)
B(M + 1, r)

,

ãäå
r = a + K, q =

t

b + T + t
;

Bq(M + 1, r) � íåïîëíàÿ áåòà-ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ êàê

Bq(M + 1, r) =
∫ q

0
xM (1− x)r−1dx.

Åñëè q = 1, òî íåïîëíàÿ áåòà-ôóíêöèÿ ñîâïàäàåò ñ áåòà-
ôóíêöèåé, ò.å. B1(M + 1, r) = B(M + 1, r).

Îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðà-
ìè a = 1, b = 1 ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íåèíôîðìàòèâíûõ àïðèîð-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå îòðèöàòåëüíîãî áèíîìèàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ â ìîäåëè ãàðàíòèéíûõ îáÿçàòåëüñòâ. Ïðîèçâîä-
ñòâî, çàêóïêè è ïðîäàæà òîâàðà îáû÷íî ñâÿçàíû ñ ðèñêîì òîãî,
÷òî ÷àñòü èçäåëèé ïîñëå ïîêóïêè èëè â ïðîöåññå ýêñïëóàòà-
öèè âûéäåò èç ñòðîÿ, îòêàæåò èëè íå ñìîæåò âûïîëíÿòü ÷àñòü
ñâîèõ ôóíêöèé. Îäíèì èç ñïîñîáîâ ìèíèìèçàöèè èëè êîì-
ïåíñàöèè ýòîãî ðèñêà ÿâëÿþòñÿ ãàðàíòèéíûå îáÿçàòåëüñòâà.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ãàðàíòèéíûìè îáÿçàòåëüñòâàìè ïðîèçâîäè-
òåëü îïðåäåëÿåò âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî îòêàçàâøèå èçäå-
ëèÿ áóäóò îòðåìîíòèðîâàíû, çàìåíåíû èëè ïîêóïàòåëþ âîçìå-
ùåí óùåðá. Âðåìÿ äåéñòâèÿ ãàðàíòèéíîãî îáÿçàòåëüñòâà, âåëè-
÷èíà âîçìåùåíèÿ óùåðáà, ñòîèìîñòü òîâàðà, åãî êîëè÷åñòâî è
ò.ä. ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïàðàìåòðû ãàðàíòèéíûõ îáÿçà-
òåëüñòâ. Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òî-
áû ïîòåðè âñëåäñòâèå îòêàçîâ èçäåëèé â îïðåäåëåííîì ñìûñëå
íå ïðåâûøàëè äîõîäîâ îò ïðîèçâîäñòâà è ïðîäàæè ýòèõ èçäå-
ëèé. Ïîýòîìó íåïðàâèëüíî îöåíåííûå ïàðàìåòðû ãàðàíòèéíûõ
îáÿçàòåëüñòâ ìîãóò ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííûì ïîòåðÿì äëÿ ïðî-
èçâîäèòåëÿ è ïðîäàâöà.
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Îöåíêà è îïòèìèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ ãàðàíòèéíûõ îáÿçà-
òåëüñòâ � îäíà èç âàæíûõ çàäà÷ òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.
Êàê â ëþáîé çàäà÷å ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, îïòèìàëüíîñòü ðåøå-
íèÿ èëè ðèñê îøèáî÷íîãî ðåøåíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ
èìåþùåéñÿ â ðàñïîðÿæåíèè èíôîðìàöèåé î ñîñòîÿíèÿõ ïðèðî-
äû, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü çàâèñèò îò çíàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé, îïðåäåëåííîãî íà ñîñòîÿíèÿõ ïðèðîäû. Â òåðìè-
íàõ ãàðàíòèéíûõ îáÿçàòåëüñòâ íåîáõîäèìî çíàòü âåðîÿòíîñò-
íûå õàðàêòåðèñòèêè íàäåæíîñòè èçäåëèé èëè ïàðàìåòðû ðàñ-
ïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé, íàïðèìåð ÷èñëà îòêàçàâøèõ èçäåëèé
çà çàäàííîå âðåìÿ.

Ðàññìîòðèì ïîòîê èçäåëèé ìåæäó ïðîèçâîäèòåëåì è ïî-
òðåáèòåëåì. Ñëåäóþùàÿ ñõåìà ãàðàíòèéíûõ îáÿçàòåëüñòâ ÿâ-
ëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî òèïîâîé. Ïóñòü n � ÷èñëî èçäåëèé, êîòî-
ðûå ïîêóïàòåëü õîòåë áû ïðèîáðåñòè. Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ïîêóïàòåëåì èëè ïîòðåáèòåëåì èçäåëèé ÿâëÿåòñÿ ìàãàçèí
êàê ïðîìåæóòî÷íàÿ ñòóïåíü ìåæäó ïðîèçâîäèòåëåì è êîíå÷-
íûì ïîêóïàòåëåì. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå è êîíå÷íîãî
ïîêóïàòåëÿ, íî òîãäà n = 1, è ýòî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
îáùåé ñõåìû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ýòè èçäåëèÿ îäèíàêîâûå.
Íà êàæäîå èçäåëèå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñðîê ãàðàíòèè t (åäèíèö
âðåìåíè). Ïîêóïàòåëü ãîòîâ çàïëàòèòü x (äåíåæíûõ åäèíèö)
çà îäíî èçäåëèå, à òàêæå ãîòîâ íå òðåáîâàòü âîçìåùåíèÿ óáûò-
êîâ ïðè îòêàçå íå áîëåå z èçäåëèé â èíòåðâàëå âðåìåíè [0, t].
Îäíàêî çà êàæäûé îòêàç èçäåëèÿ ñâûøå z ïîêóïàòåëü òðåáóåò
êîìïåíñàöèè y äåíåæíûõ åäèíèö çà îäíî îòêàçàâøåå èçäåëèå.
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïàðàìåòð z ðàâåí 0.

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ ãàðàíòèéíûõ îáÿçàòåëüñòâ
ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîèçâîäèòåëÿ çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå îïòèìàëü-
íûõ â íåêîòîðîì ñìûñëå çíà÷åíèé z è y.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñåáåñòîèìîñòü ïðîèçâîäñòâà îäíîãî èç-
äåëèÿ ðàâíà c åäèíèö. Òîãäà ïðè îòêàçå z èëè ìåíåå èçäåëèé â
òå÷åíèå âðåìåíè t ïðèáûëü ïðîèçâîäèòåëÿ ðàâíà B = n(x− c).
Îäíàêî åñëè ïðîèçîøëî i > z îòêàçîâ èçäåëèé çà âðåìÿ t, òî
ïðîèçâîäèòåëü îáÿçàí âûïëàòèòü ïî ãàðàíòèéíûì îáÿçàòåëü-
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ñòâàì (i− z)y è ïðèáûëü ðàâíà

B = n(x− c)− (i− z)y.

Çàìåòèì, ÷òî íàèáîëåå âàæíûé ïàðàìåòð ãàðàíòèéíûõ îáÿ-
çàòåëüñòâ � âðåìÿ t. Ïîýòîìó äëÿ îïèñàíèÿ ïîòîêà îòêàçîâ â
òå÷åíèå ýòîãî âðåìåíè è äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè p(i|λ)
ïîÿâëåíèÿ i îòêàçîâ çà ýòî âðåìÿ ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ
ïàðàìåòðîì λ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì. Íåîáõî-
äèìî îòìåòèòü, ÷òî áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òàêæå ìîæåò
èñïîëüçîâàòüñÿ çäåñü äëÿ îïèñàíèÿ âåðîÿòíîñòåé îòêàçîâ.

Îæèäàåìûå âûïëàòû, â ñîîòâåòñòâèè ñ ãàðàíòèéíûìè îáÿ-
çàòåëüñòâàìè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå

n∑

i=z+1

y(i− z)p(i|λ).

Îòñþäà îæèäàåìûé äîõîä ïðîèçâîäèòåëÿ ïðè çàäàííîì ðàñ-
ïðåäåëåíèè p(i|λ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàçíîñòü ìåæäó ïðèáûëüþ
n(x − c) îò ïðîäàæè n èçäåëèé ñ ó÷åòîì èõ öåíû, ñåáåñòîèìî-
ñòè è îæèäàåìûìè âûïëàòàìè â ñîîòâåòñòâèè ñ ãàðàíòèéíûìè
îáÿçàòåëüñòâàìè, ò.å.

EpB=n(x− c)−
n∑

i=z+1

y(i− z)p(i|λ). (5.2)

Òàêèì îáðàçîì, îæèäàåìûé äîõîä çàâèñèò îò èíòåíñèâíî-
ñòè îòêàçîâ λ. Åñëè îæèäàåìûé äîõîä áîëüøå 0, òî ãàðàí-
òèéíûå îáÿçàòåëüñòâà ìîæíî ñ÷èòàòü íåóáûòî÷íûìè è ýôôåê-
òèâíûìè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, èõ íåîáõîäèìî ïåðåñìîòðåòü â
ïîëüçó ïðîèçâîäèòåëÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ñõåìà ãàðàíòèéíûõ îáÿçàòåëüñòâ áëèçêà ê
ñõåìå ñòðàõîâàíèÿ, íî â îòëè÷èå îò öåëè çàäà÷è ñòðàõîâàíèÿ
öåëü äàííîé çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî îæèäàíèÿ EpB, à íå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.
Òåì íå ìåíåå ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ àíàëîãè÷íîé. Èñ-
ïîëüçóÿ îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, íåñëîæ-
íî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ îæèäàåìîãî äîõîäà
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ïðè èçâåñòíûõ ïàðàìåòðàõ (a, b), à òàêæå ïðè óñëîâèè, ÷òî çà
âðåìÿ T íàáëþäåíèé ïðîèçîøëî K îòêàçîâ:

EpB = n(x− c)− y
n∑

k=z+1

(k − z)Γ(a + K + k)
Γ(a + K)k!

×

×
(

b + T

b + T + t

)a+K (
t

b + T + t

)k

.

Ïðèìåð 5.5. Ïðîèçâîäèòåëü ïðîäàåò ïàðòèþ òîâàðîâ â ðàçìåðå
n = 100 øòóê ïî öåíå x = 200$ çà åäèíèöó òîâàðà ïðè åãî ñåáåñòî-
èìîñòè c = 160$. Ñðîê ãàðàíòèéíûõ îáÿçàòåëüñòâ � t = 1 ãîä. Ïðè
èñïûòàíèÿõ âûøëè èç ñòðîÿ K = 2 èçäåëèÿ çà ñóììàðíûé ïåðèîä
íàáëþäåíèé T = 3. Ïðè îòêàçå ñâûøå z = 1 èçäåëèÿ îñóùåñòâëÿåò-
ñÿ âîçìåùåíèå óáûòêîâ. Íàéäåì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå âûïëàò äëÿ
âîçìåùåíèÿ óáûòêîâ y çà êàæäîå îòêàçàâøåå èçäåëèå. Èñïîëüçóåì
ñíà÷àëà òî÷íîå àïðèîðíîå îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå ñ ïàðàìåòðàìè a = 1 è b = 1. Òîãäà îæèäàåìûé äîõîä ðàâåí

EpB = 100 · 40− y

100∑

k=2

(k − 1)Γ(3 + k)
Γ(3)k!

(
4
5

)3 (
1
5

)k

=

= 4000− y · 0.262.

Îòñþäà óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîãî îæèäàåìîãî äîõîäà èìååò âèä:

4000− y · 0.262 ≥ 0

è y ≤ 15267. Ýòî çíà÷åíèå óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ïðîèçâîäèòåëü ãîòîâ
çàïëàòèòü 15267$ çà êàæäóþ îòêàçàâøóþ â òå÷åíèå ãîäà åäèíèöó
òîâàðà, ÷òîáû èìåòü ïîëîæèòåëüíûé îæèäàåìûé äîõîä.

5.5. Ãàììà-ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X, íàïðèìåð âðåìåíè
áåçîòêàçíîé ðàáîòû ýëåìåíòîâ îáîðóäîâàíèÿ, èñïîëüçóþò ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Pr{X < t} = F (t|λ) = 1− e−λt.
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Çäåñü λ � ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ èëè èíòåíñèâíîñòü ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ñîáûòèé. Åñëè èíòåíñèâíîñòü ñîáûòèé λ òî÷-
íî íåèçâåñòíà, òî ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îíà ñàìà ÿâëÿåòñÿ ñëó-
÷àéíûì ÷èñëîì ñ íåêîòîðîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè âåðîÿòíî-
ñòè π(λ|ϑ), ìîæíî ñíîâà èñïîëüçîâàòü áàéåñîâñêèé ïîäõîä.
Ïðè ýòîì äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ àïðèîðíîãî è àïîñòåðèîðíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèé ôóíêöèÿ π äîëæíà áûòü ãàììà-ðàñïðåäåëåíèåì
Gamma(a, b).

Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå âûøå, ïîëó÷èì
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà âðåìÿ t â áóäóùåì ïðîèçîéäåò ñîáûòèå

Pr{X < t} = P (t) =

=
∫ ∞

0
(1− e−λt) ·Gamma(a, b)dλ =

= 1−
(

b

b + t

)a

.

Ýòî � ãàììà-ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Åñëè çà âðåìÿ T ïðîèçîøëî K ñîáûòèé, òî àïîñòåðèîðíàÿ

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà âðåìÿ t â áóäóùåì ïðîèçîéäåò îäíî
ñîáûòèå, íàïðèìåð îòêàç, ðàâíà

Pr{X < t} = P (t) = 1−
(

b + T

b + t + T

)a+K

.

5.6. Ïðèíÿòèå ðåøåíèé ñ ïðîâåäåíèåì
ýêñïåðèìåíòîâ

Åñëè âåðíóòüñÿ ê ïðèìåðó â ðàçäåëå 2.7, â êîòîðîì ðàññìàò-
ðèâàëñÿ âîïðîñ ðåàëèçàöèè ïðîäóêöèè ïðè ïðîâåäåíèè àíàëè-
çà ðûíêà è ïðè åãî îòñóòñòâèè, òî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â íåì
áûëè óêàçàíû òî÷íûå âåðîÿòíîñòè òðåõ âîçìîæíûõ èñõîäîâ ðå-
àëèçàöèè òî÷íîé ïðîäóêöèè (ñì. ðèñ. 2.4 è ðàçäåë 2.7). Îäíàêî
âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ýòè âåðîÿòíîñòè ìî-
ãóò áûòü èçâåñòíû â âèäå íåêîòîðûõ àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé,
êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò íå êîíêðåòíóþ ñèòóàöèþ, à îòðàæà-
þò íàøè çíàíèÿ îá àíàëîãè÷íûõ ñèòóàöèÿõ, èìåþùèõ ìåñòî â
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ïðîøëîì. Áîëåå òîãî, â ðÿäå ñèòóàöèé ýòè âåðîÿòíîñòè ìîãóò
âîîáùå îòñóòñòâîâàòü.

Â çàäà÷å ñ ðåàëèçàöèåé ïðîäóêöèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ èëè
óòî÷íåíèÿ âåðîÿòíîñòåé âîçìîæíûõ èñõîäîâ èñïîëüçîâàëñÿ
ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç ðûíêà. Ïðè ýòîì âñå àíàëèçèðóåìûå
ñîáûòèÿ èç Ω (óñïåøíàÿ ðåàëèçàöèÿ, ñðåäíÿÿ ðåàëèçàöèÿ, ïëî-
õàÿ ðåàëèçàöèÿ) ñîâïàäàëè ñ ñîáûòèÿìè íà ðûíêå ðåàëèçàöèè
ïðîäóêöèè, ÷òî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò çàäà÷ó ïðèíÿòèÿ ðåøå-
íèé. Îäíàêî âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî âå-
ðîÿòíîñòè íåêîòîðûõ êîñâåííûõ ïðèçíàêîâ ðàññìàòðèâàåìûõ
ñîáûòèé, êîòîðûå òàê èëè èíà÷å ñâÿçàíû ñ ýòèìè ñîáûòèÿ-
ìè. Çíà÷åíèÿ ýòèõ ïðèçíàêîâ ñîñòàâëÿþò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî
Θ = {θ1, ..., θl}. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçíèêàåò çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé ñîáûòèé ω1, ..., ωm ïî èçâåñòíûì âåðîÿòíîñòÿì ñî-
áûòèé θ1, ..., θl. Áîëåå òîãî, åñëè êàêèì-ëèáî îáðàçîì ïîëó÷å-
íû óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè p(θj |ωi) íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ θj ïðè
óñëîâèè íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ ωi, i = 1, ..., m, j = 1, ..., l, òî çà-
äà÷à îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé èñêîìûõ ñîáûòèé èç Ω ðåøàåò-
ñÿ ïðè ïîìîùè áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì
âåðîÿòíîñòü p(ωi|θj) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå1

p(ωi|θj) =
π(ωi)p(θj |ωi)∑m

k=1 π(ωk)p(θj |ωk)
.

Çäåñü π(ωk) � àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ñîáû-
òèé èëè ñîñòîÿíèé ïðèðîäû.

Ýòà ôîðìóëà ìîæåò áûòü òàêæå ïåðåïèñàíà â âèäå

p(ωi|θj) =
Pr(ωi, θj)

Pr(θj)
.

Çäåñü Pr(ωi, θj) � âåðîÿòíîñòü ñîâìåñòíîãî íàñòóïëåíèÿ ñîáû-
òèé ωi è θj .

Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å ñ ðåàëèçàöèåé ïðîäóêöèè, ïðåäïîëàãàÿ,
÷òî ðåàëèçàöèÿ ïðîäóêöèè íåïîñðåäñòâåííî çàâèñèò îò óðîâíÿ
äîõîäà æèòåëåé ðåãèîíà è àíàëèç ðåàëèçóåìîñòè ïðîäóêöèè

1Ýòà ôîðìóëà áûëà ïðèâåäåíà â ðàçäåëå 5.1 ñ äðóãèìè îáîçíà÷åíèÿìè.
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ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ äîõîäíîñòè æèòåëåé. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, óðîâåíü äîõîäà ÿâëÿåòñÿ êîñâåííûì ïðèçíàêîì, îïðåäå-
ëÿþùèì ÷àñòè÷íî ðåàëèçóåìîñòü ïðîäóêöèè. Âñå äîõîäû äëÿ
óïðîùåíèÿ çàäà÷è ðàçäåëèì íà äâå ÷àñòè: �íèçêèå� (θ1) è �âû-
ñîêèå� (θ2), ò.å. Θ = {θ1, θ2}. Íîâîå äåðåâî ðåøåíèé, ó÷èòûâà-
þùåå ïðîâåäåíèå àíàëèçà ðûíêà äëÿ óòî÷íåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
ðåàëèçàöèè ïðîäóêöèè, ïîêàçàíî íà ðèñ. 5.1.

Èç àíàëèçà àíàëîãè÷íûõ ðûíêîâ èçâåñòíî, ÷òî íèçêèé äî-
õîä ïðåîáëàäàë â 10% ðåãèîíîâ ñ óñïåøíîé ðåàëèçàöèåé, â
20% ðåãèîíîâ ñî ñðåäíåé ðåàëèçàöèåé è 60% ðåãèîíîâ ñ ïëî-
õîé ðåàëèçàöèåé. Îòñþäà ìîæíî çàïèñàòü óñëîâíûå âåðîÿòíî-
ñòè Pr(θ1|ω1) = 0.1, Pr(θ1|ω2) = 0.2 è Pr(θ1|ω3) = 0.65. Çà-
ìåòèì, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè âûïîëíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî Pr(θ1|ωi) = 1 − Pr(θ2|ωi). Îòñþäà Pr(θ2|ω1) = 0.9,
Pr(θ2|ω2) = 0.8 è Pr(θ2|ω3) = 0.35.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíû àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ñîáûòèé ω1, ω2, ω3, êîòîðûå ðàâíû π(ω1) = 0.4,
π(ω2) = 0.4, π(ω3) = 0.2. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòè âåðîÿòíî-
ñòè àïðèîðè õàðàêòåðèçóþò ðåàëèçóåìîñòü â ëþáîì ðåãèîíå.
Íàñ æå èíòåðåñóåò êîíêðåòíûé ðåãèîí, äëÿ êîòîðîãî èçâåñòíî,
÷òî íàñåëåíèå ñ íèçêèì äîõîäîì ïðåîáëàäàåò. Òîãäà, èñïîëüçóÿ
áàéåñîâñêèé ïîäõîä, ìîæíî âû÷èñëèòü àïîñòåðèîðíûå âåðîÿò-
íîñòè ñîáûòèé ω1, ω2, ω3 äëÿ äàííîãî ðåãèîíà. Ýòè âåðîÿòíîñòè
ðàâíû

p(ω1|θ1) =
0.4 · 0.1

0.4 · 0.1 + 0.4 · 0.2 + 0.2 · 0.65
= 0.16,

p(ω2|θ1) =
0.4 · 0.2

0.4 · 0.1 + 0.4 · 0.2 + 0.2 · 0.65
= 0.32,

p(ω3|θ1) =
0.2 · 0.65

0.4 · 0.1 + 0.4 · 0.2 + 0.2 · 0.65
= 0.52.

Åñëè â äàííîì ðåãèîíå ïðåîáëàäàåò âûñîêèé äîõîä, òî

p(ω1|θ1) =
0.4 · 0.9

0.4 · 0.9 + 0.4 · 0.8 + 0.2 · 0.35
= 0.48,

p(ω2|θ1) =
0.4 · 0.8

0.4 · 0.9 + 0.4 · 0.8 + 0.2 · 0.35
= 0.427,
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p(ω3|θ1) =
0.2 · 0.35

0.4 · 0.9 + 0.4 · 0.8 + 0.2 · 0.35
= 0.093.

Çíàÿ àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè, ìîæíî îïðåäåëèòü îæè-
äàåìûå çíà÷åíèÿ ïîëåçíîñòè äëÿ âñåõ ñàìûõ ïðàâûõ âåðøèí
øàíñîâ ïî ôîðìóëå (2.1). Îæèäàåìàÿ ïîëåçíîñòü ïðè îòêàçå
îò àíàëèçà ðàâíà

Eπu1 = 6 · 0.4 + 2 · 0.4− 3 · 0.2 = 2.6.

Îæèäàåìàÿ ïîëåçíîñòü ïðè âûïîëíåíèè àíàëèçà, ïî ðåçóëüòà-
òàì êîòîðîãî ïîëó÷åíî ïðåîáëàäàíèå íèçêèõ äîõîäîâ, ðàâíà

Eπu2 = 6 · 0.16 + 2 · 0.32− 3 · 0.52 = 0.04.

Îæèäàåìàÿ ïîëåçíîñòü ïðè âûïîëíåíèè àíàëèçà, ïî ðåçóëüòà-
òàì êîòîðîãî ïîëó÷åíî ïðåîáëàäàíèå âûñîêèõ äîõîäîâ, ðàâíà

Eπu3 = 6 · 0.48 + 2 · 0.427− 3 · 0.093 = 3.455.

Ïðèâåäåííûå îæèäàåìûå ïîëåçíîñòè ïîêàçàíû íà ðèñ. 5.1
êóðñèâîì. Àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè íèçêîãî è âûñîêîãî äîõîäîâ
ðàâíû

Pr(θj) = π(ω1)p(θj |ω1) + π(ω2)p(θj |ω2) + π(ω3)p(θj |ω3), j = 1, 2.

Îòñþäà

Pr(θ1) = 0.4 · 0.1 + 0.4 · 0.2 + 0.2 · 0.65 = 0.25,

Pr(θ2) = 0.4 · 0.9 + 0.4 · 0.8 + 0.2 · 0.35 = 0.75.

Òîãäà ìîæíî âû÷èñëèòü îæèäàåìîå çíà÷åíèå ïîëåçíîñòè äî
ïðîâåäåíèÿ àíàëèçà

Eπu0 = Eπu2 · Pr(θ1) + Eπu3 · Pr(θ2) =
= 0.04 · 0.25 + 3.455 · 0.75 = 2.601.

Òàêèì îáðàçîì, â íà÷àëüíîé ïîçèöèè îæèäàåìàÿ ïîëåç-
íîñòü èëè ïðèáûëü áåç ïðîâåäåíèÿ àíàëèçà ðàâíà 2.6 ìëí.
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Ðèñ. 5.1. Äåðåâî ðåøåíèé ñ ó÷åòîì àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé

äîëëàðîâ, à îæèäàåìàÿ ïðèáûëü ïðè ïðîâåäåíèè àíàëèçà ðàâ-
íà 2.601 ìëí. äîëëàðîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíèå àíàëè-
çà èìååò ñìûñë, åñëè åãî ñòîèìîñòü íå ïðåâûøàåò çíà÷åíèÿ
2.601 − 2.6 = 0.001 ìëí. äîëëàðîâ. Åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíÿ-
åòñÿ, òî öåëåñîîáðàçíî ïðîâîäèòü àíàëèç è äàëåå ïðè ëþáîì
èñõîäå àíàëèçà îñóùåñòâëÿòü ðåàëèçàöèþ.

Çàâåðøàÿ ãëàâó, ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî áàéåñîâñêèå ìîäåëè
èìåþò öåëûé ðÿä ïðåèìóùåñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷àñòîòíûìè
[33]. Îäíî èç òàêèõ ïðåèìóùåñòâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî áàéå-
ñîâñêèå ìîäåëè ìîãóò â ïðèíöèïå äàòü íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû,
äàæå åñëè ñîâñåì íåò âûáîðî÷íûõ äàííûõ. Ýòî îáóñëîâëåíî
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èñïîëüçîâàíèåì àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, êî-
òîðîå ïðè îòñóòñòâèè ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ íå èçìåíÿåòñÿ, è
ïåðåñ÷èòàííîå ïî òåîðåìå Áàéåñà àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå
ñîâïàäàåò ñ àïðèîðíûì.

Â ïðèíÿòèè ðåøåíèé áàéåñîâñêèå ìîäåëè ïîçâîëÿþò ïðîâî-
äèòü äîïîëíèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî óòî÷íåíèþ ñîñòîÿíèé
ïðèðîäû. Íà ïðàêòèêå òàêîå óòî÷íåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â îñ-
íîâíîì ïðè ïîìîùè ñáîðà äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè, à òàê-
æå ñ ïîìîùüþ ïðîâåäåíèÿ ýòèõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ýòî áûëî íà-
ãëÿäíî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî â ïðèìåðå 5.1, ãäå äîïîëíèòåëüíàÿ
èíôîðìàöèÿ î ïðèáûëè è ñâîåâðåìåííîì ðàñ÷åòå ñ áþäæåòîì
ïîçâîëÿåò óòî÷íèòü àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé ïðèðî-
äû (íàäåæíîñòè ôèðìû).

Â òî æå âðåìÿ, ïðè ïëàíèðîâàíèè ýêñïåðèìåíòà íåîáõîäè-
ìî îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îí öåëåñîîáðàçíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ
çàòðàò íà åãî ïðîâåäåíèå. Äëÿ ýòîãî íóæíî ñðàâíèòü îæèäàå-
ìûå äîïîëíèòåëüíûå äîõîäû èëè âûãîäû, êîòîðûå ìîæíî ïî-
ëó÷èòü ïðè èñïîëüçîâàíèè äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè, ïðè-
îáðåòàåìîé â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà, è îæèäà-
åìûå çàòðàòû íà ýòîò ýêñïåðèìåíò. Òàê, äëÿ ïðèìåðà ñ àíà-
ëèçîì íàäåæíîñòè ôèðìû ïîëó÷åíèå èíôîðìàöèè î ïðèáûëè
ìîæåò ïîòðåáîâàòü ïðîâåäåíèÿ àóäèòîðñêîé ïðîâåðêè, íà êî-
òîðóþ íåîáõîäèìî çàòðàòèòü îïðåäåëåííûå ñðåäñòâà. Êîëè÷å-
ñòâî àëüòåðíàòèâíûõ äåéñòâèé â òàêèõ çàäà÷àõ óâåëè÷èâàåò-
ñÿ, òàê êàê ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü íå òîëüêî âûáîðà îäíîé
èç èìåþùèõñÿ àëüòåðíàòèâ, íî è îïðåäåëåíèÿ öåëåñîîáðàçíî-
ñòè ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ èëè ìåðîïðèÿòèé äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè. Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ
ïðîâåäåíèåì ýêñïåðèìåíòîâ ìîæíî òàêæå íàéòè â êíèãå [29].

5.7. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

1) Êàêîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íàçûâàåòñÿ àïðèîð-
íûì?

2) Êàêîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íàçûâàåòñÿ àïîñòåðè-
îðíûì?
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3) ×òî ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåçàìè â áàéåñîâñêîì ïîäõîäå?
4) ×òî ÿâëÿåòñÿ ñâèäåòåëüñòâàìè, ïîääåðæèâàþùèìè ãèïî-

òåçû, â áàéåñîâñêîì ïîäõîäå?
5) Êàêèå ïðåäïîëîæåíèÿ, ëåæàùèå â îñíîâå ìåòîäà ìàêñè-

ìóìà ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ, èñïîëüçóåìîãî â ñòàòèñòè-
÷åñêîì îöåíèâàíèè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ, íå âñåãäà
âûïîëíÿþòñÿ?

6) Êàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íàçûâàþòñÿ íåèíôîð-
ìàòèâíûìè?

7) Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ïîñòóëàò Áàéåñà�Ëàïëàñà?
8) Ïî÷åìó ïîñòóëàò Áàéåñà�Ëàïëàñà íå âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïîç-

âîëÿåò îïðåäåëèòü ïîäõîäÿùåå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå
âåðîÿòíîñòåé?

9) ×òî îçíà÷àåò ñîãëàñîâàííîñòü ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíî-
ñòåé â áàéåñîâñêîì ïîäõîäå?

10) Êàêîé äîëæíà áûòü ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ñîãëà-
ñîâàíèÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ?

11) Êàêîé äîëæíà áûòü ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ñîãëà-
ñîâàíèÿ áåòà-ðàñïðåäåëåíèå?

12) Êàêèì äîëæíî áûòü àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ñîáëþ-
äåíèÿ ñîãëàñîâàííîñòè, åñëè ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé?

13) Êàêèå îñîáåííîñòè èìååò ìîäåëü èíäèâèäóàëüíîãî ñòðà-
õîâàíèÿ äèñêðåòíîãî âðåìåíè?

14) Êàêèå îñîáåííîñòè èìååò òèïîâàÿ ñõåìà ãàðàíòèéíûõ
îáÿçàòåëüñòâ?

15) Ìîæåò ëè îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èíäèâèäóàëüíîãî ñòðà-
õîâàíèÿ äèñêðåòíîãî âðåìåíè?

16) Ìîæåò ëè áåòà-áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èñïîëüçî-
âàòüñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ òèïîâîé ñõåìû ãà-
ðàíòèéíûõ îáÿçàòåëüñòâ?
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17) Êàê îöåíèòü öåëåñîîáðàçíîñòü ïðîâåäåíèÿ äîïîëíèòåëü-
íîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ óòî÷íåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿ-
íèé ïðèðîäû?

5.8. Çàäà÷è

1) Îïðåäåëèòü öåëåñîîáðàçíîñòü çàêóïêè ïàðòèè èçäåëèè
äëÿ ïðîäàæè â ðîçíè÷íîé òîðãîâëå â íåêîòîðîì ðåãèîíå
ïðè íàëè÷èè ðåêëàìû. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç ïîêàçàë,
÷òî òîëüêî â 40% ðåãèîíîâ èçäåëèå ïîëüçóåòñÿ ñïðîñîì.
Îäíàêî â 70% ðàéîíàõ, ãäå èçäåëèå ïîëüçóåòñÿ ñïðîñîì,
åñòü åãî ðåêëàìà. Ðåêëàìà òàêæå èìååòñÿ â 50% ðåãèîíîâ,
ãäå èçäåëèå íå ïîëüçóåòñÿ ñïðîñîì. à èçäåëèå ïîëüçóåòñÿ
ñïðîñîì, à â 60% îïðàøèâàåìûõ õîòåëè áû ïðèîáðåñòè
èçäåëèå, à 80% íå íóæäàþòñÿ â íåì.

2) Ðåøèòü ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó ïðè óñëîâèè, ÷òî â ðàññìàò-
ðèâàåìîì ðåãèîíå íåò ðåêëàìû èçäåëèÿ.

3) Àïðèîðè èçâåñòíî, ÷òî â 40% ðåãèîíîâ íåêîòîðîå èçäåëèå
ïîëüçóåòñÿ ñïðîñîì. Îäíàêî â ðåçóëüòàòå îáñëåäîâàíèÿ
5 ðåãèîíîâ, óñòàíîâëåíî, ÷òî â 3 ðåãèîíàõ íàáëþäàåòñÿ
âûñîêèé ñïðîñ, à â 2 � íèçêèé. Èñïîëüçóÿ ðàñïðåäåëåíèå
Äèðèõëå ñ ïàðàìåòðîì s = 1, îïðåäåëèòü àïîñòåðèîðíûå
ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ âåðîÿòíîñòè âûñîêîãî ñïðîñà.

4) Ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ çàêëþ÷èëà n = 20 äîãîâîðîâ. Ïðè
íàñòóïëåíèè ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ âûïëà÷èâàåòñÿ ñóììà y =
40 ïî îäíîìó äîãîâîðó. Ïðåìèÿ ïî îäíîìó äîãîâîðó ñî-
ñòàâëÿåò c = 6. Â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèé èç ñóììàðíîãî
÷èñëà N = 10 äîãîâîðîâ ðàíåå ïðîèçîøëî K = 2 ñòðà-
õîâûõ ñëó÷àÿ. Èñïîëüçóÿ áåòà-áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå, îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ ïðè âûáîðå ïà-
ðàìåòðîâ a = 1 è b = 1 íåèíôîðìàòèâíîãî àïðèîðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ.

5) Çà 100 äíåé ïðîäàæ áûëî êóïëåíî ïÿòü åäèíèö îïðåäåëåí-
íîãî òîâàðà. Èñïîëüçóÿ îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà 10 äíåé
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áóäåò êóïëåíî íå áîëåå òðåõ åäèíèö òîâàðà. Ïàðàìåòðû
íåèíôîðìàòèâíîãî àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ � a = 1 è
b = 1.

6) Ïðîèçâîäèòåëü ïðîäàåò ïàðòèþ òîâàðîâ â ðàçìåðå 50
øòóê ïî öåíå 80$ çà åäèíèöó òîâàðà ïðè åãî ñåáåñòîè-
ìîñòè 60$. Ñðîê ãàðàíòèéíûõ îáÿçàòåëüñòâ ðàâåí äâóì
ãîäàì. Ïðè èñïûòàíèÿõ âûøëè èç ñòðîÿ òðè èçäåëèÿ çà
ñóììàðíûé ïåðèîä íàáëþäåíèé ÷åòûðå ãîäà. Ïðè ëþ-
áîì îòêàçå èçäåëèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ âîçìåùåíèå óáûòêîâ.
Èñïîëüçóÿ îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå è
ïàðàìåòðû a = 1 è b = 1 íåèíôîðìàòèâíîãî àïðèîðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ, îïðåäåëèòü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå êîì-
ïåíñàöèè çà îäíî îòêàçàâøåå èçäåëèå, ÷òîáû îáåñïå÷èòü
ïîëîæèòåëüíûé îæèäàåìûé äîõîä.

7) Çà íåäåëþ áûëî êóïëåíî äâå åäèíèöû òîâàðà. Èñïîëü-
çóÿ ãàììà-ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå è ïàðàìåòðû
a = 1 è b = 1 íåèíôîðìàòèâíîãî àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ, îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, çà êîòîðîå ñ âåðîÿò-
íîñòüþ íå ìåíåå 0.95 áóäåò ïðîäàíà îäíà åäèíèöà òîâàðà.


